Tehnica Greedy II

Arbori par(iali de cost minim

Sa presupunem ca un arhitect urbanist doreste sa conecteze mai multe orase astfel ca drumul
din oras in orice alt oras sa fie posibil. Daca sunt restrictii bugetare, vor trebui luate in calcul aspectele
financiare, astfel ¢ drumul va trebui s fie cel mai scurt posibil. inainte de a expune problema in form&
matematica sa recapitulam pe scurt cateva notiuni de grafuri. Un graf neorientat contine muchii ce nu
indicd o directie. Un drum intr-un graf neorientat este o secventa de noduri unite de muchii. Deoarece
muchiile nu au directie, daca exista drum de la nodul u la nodul v, atunci exista drum si de la nodul v la
nodul u. Un graf neorientat este conex, dacd existd drum intre orice doua noduri. In Figura 1, toate
grafurile sunt conexe. Un graf ponderat este acela in care muchiile au ponderi sau costuri si anume au
asociate numere pozitive.

ntr-un graf neorientat, un drum de la un nod la el insusi, drum ce contine cel putin alte doua
noduri intermediare, se numeste un ciclu simplu. Un graf neorientat, fara cicluri simple se numeste
aciclic. Un arbore liber ( Figura 1(c) si (d)) este un graf neorientat conex, aciclic. Un arbore cu rdddcind
este un arbore n care un singur nod este desemnat ca radacina.

Sa consideram problema tnlaturarii muchiilor dintr-un graf ponderat, conex, neorientat, pentru
a forma un subgraf in care toate nodurile raman conectate, si suma ponderilor muchiilor sa fie minima.

Problema are nenumarate aplicatii: constructii de drumuri, telecomunicatii, retele electrice,
instalatii termice, sanitare etc.

Un arbore partial al grafului G, este un graf conex, ce contine toate nodurile din G, si este un
arbore. Arborii din Figura 1c) si 1d) sunt arbori partiali. Arborele din Figura 1c) este partial insad are o
pondere totala mai mare ca cea a arborelui din Figura 1d) , ce are o pondere minima.

Un arbore partial de cost minim este un arbore partial in care costul total al ponderilor muchiilor
este minim. Un graf poate avea chiar mai multi arbori partiali de cost minim.

Pentru a gasi un arbore partial de cost minim, plecand de la un graf G, putem folosi metoda
brute force, care cauta toti arborii partiali si apoi compara ponderile totale ale acestora. Metoda este de

ordin exponential in cel mai rdu caz.



a) Un graf conex, neorientat, b) daca eliminam muchia (v3,v4) graful ar ramane
ponderat. conex

d) un arbore partial de cost minim pentru

c) un arbore partial pentru graful el Gl SuERpUE)

G din subfigura a)

Va

Figura 1. Un graf ponderat si trei subgrafuri ale sale.



Din fericire, putem rezolva problema folosind tehnica greedy in felul urmator:

Fie un arbore partial A al lui G, care are aceleasi noduri ca si G, dar muchiile lui 4 sunt o
submultime F € E unde E este multimea muchiilor din graful G. Trebuie sa gasim A = (V, F) astfel
Tncat acesta sa fie un arbore partial de cost minim. Algoritmul general este urmatorul
F=0
while ( solutia nu este completd) do

selecteaza o muchie conform unei solutii optime locale
if (adaugarea muchieila F nu creeaza ciclu) then
adauga muchia

if (A= (V,F) esteunarbore partial) then

N o vk~ w N oRe

solutia este completa

Acest algoritm se bazeaza pe afirmatia generald selecteaza o muchie conform unei solutii

optime locale. Pentru o problema data, nu exista mod unic de a determina un optim local. Vom vedea

in cele ce urmeaza doi algoritm care descopera acest optim local in doua moduri diferite.

Algoritmul lui Kruskal

Arborele partial de cost minim poate fi construit muchie, cu muchie dupa metoda urmatoare: se
alege mai intdi muchia de cost minim, iar apoi se adauga repetat muchia de cost minim nealeasa
anterior si care nu formeaza cu precedentele un ciclu. Alegem astfel #// — 1 muchii ce unesc nodurile
din G. Intrebarea este: este acest arbore unul partial de cost minim? Tnainte de a rispunde la intrebare

sa consideram urmatorul exemplu din Figura 2.



(@) (b)

Figura 2. Un graf neorientat conex, si arborele partial de cost minim corespunzator acestui graf.

Algoritmul functioneaza in felul urmator: ordonam muchiile crescator, in functie de cost:
{1,2}, {2,3}, {4,5}, {6,7}, {1,4}, {2,5}, {4,7}, {3,5}, {2,4}, {3,6}, {5,73}, {5,6}.

Multimea A este initial vida si se completeaza pe parcurs cu muchii acceptate ( ce nu produc un
ciclu in arbore ). in final, multimea A va contine muchiile {1,2}, {2,3}, {4,5}, {6,7}, {1,4}, {4,7}. La fiecare
pas, graful partial (V, A) formeaza o padure de componente conexe, obtinuta din padurea precedenta si
uniunea a doua componente. Fiecare componentd conexa este la randul ei un arbore partial de cost
minim pentru varfurile care le conecteaza. La sfarsit vom avea o singurd componenta conexa, adica
arborele partial de cost minim din Figura 2b). Mai jos este prezentata secventa de adaugari ale muchiilor

ordonate, si constructia componentelor conexe.

Pasul Muchia considerata Componentele conexe ale subgrafului (V,A)
Initializare - {13, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},{7}

1 {1,2} {1,2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}

2 {2,3} {1,2,3}, {4}, {5}, {6}, {7}

3 {4,5} {1,2,3}, {4,5}, {6}, {7}

q {6,7} {1,2,3}, {4,5}, {6,7}

5 {1,4} {1,2,3,4,5}, {6,7}

6 {2,5} Respinsa, produce formarea unui ciclu

7 {4,7} {1,2,3,4,5,6,7}

Tabelul 1. Algoritmul lui Kruskal aplicat grafului din Figura 2.
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Proprietatea 1.

n algoritmul lui Kruskal, la fiecare pas, graful partial (V, A) formeaza o padure de componente
conexe, in care fiecare componenta conexa este la randul ei, un arbore partial de cost minim pentru
varfurile pe care le uneste.

Pentru a implementa algoritmul va trebui sa manipulam submultimile formate din varfurile
componentelor conexe. Pentru aceasta putem folosi o structura de multimi disjuncte si procedurile fiind
si merge, pe care le vom descrie in cele ce urmeaza.

Sa presupunem ca avem N elemente, numerotate de la 1 la N. Numerele ce identifica
elementele pot fi de exemplu, indici intr-un sir, sirul continand obiecte ce desemneaza elementele. Fie o
partitie a acestor N elemente, formata din submultimi doua cate doua disjuncte: S;, S5, ... .ne
intereseaza sa rezolvam doua probleme:

1. Cum gdsim reuniunea a doud submultimi, S; U §;

2. Cum sa gdsim submultimea care contine un element dat.

Deoarece submultimile sunt doua cate doua disjuncte, putem alege ca eticheta pentru o
submultime, orice element al ei. Vom conveni ca elementul minim sa fie eticheta multimii respective.
Astfel, multimea {3,5,2,8} va fi denumitd multimea 2.

Vom aloca tabloul set[1..N], in care fiecarei locatii set[i] i se atribuie eticheta submultimii care
contine elementul i. Atunci este adevaratd proprietatea set[i] < i, pentrul <i < N.

Presupunem initial c3 fiecare element, formeaza o submultime, adica set[i] = i. Probleme se
pot rezolva prin algoritmii:

FUNCTION FIND1(x)
1. © returneaza eticheta multimii care il contine pe x

2. return set|x]

PROCEDURE MERGE1(a, b)

o> uneste multimile etichetate cu a si b

i—aje<b

fork < 1toNdo

1
2
3. if i > jthen interschimbaicuj
4
5 if set[k] = j then set[k] « i



Vom reveni asupra acestor proceduri pentru ca eficienta acestora poate fi imbunatatita.

Revenind la algoritmul lui Kruskal, vom reprezenta graful ca o lista de muchii, fiecare avand

asociat un cost, astfel incat vom putea ordona dupa cost.

FUNCTION Kruskal(G =<V, M >)

o initializare
sorteaza M crescator In functie de cost
n < #V

A « @ © va contine muchiile arborelui partial de cost minim

1
2
3
4
5. initializeaza n multimi disjuncte continand fiecare cate un element dinV
6. © bucla greedy

7. repeat

8 {u, v} « muchia de cost minim care inca nu a fost considerata

9 ucomp « find(u)

10. vcomp « find(v)

11. if ucomp # vcomp then merge (ucomp, vcomp)

12. A< AU {{u, v}}

13. until #A =n-1

14. return A

Pentru a calcula ordinul de timp, fie n numarul de noduri si m numarul de muchii. Exista trei

considerente Tnainte de a trece efectiv la calcul:

1.

Timpul de sortare a muchiilor. Daca folosim algoritmul heapsort, obtinem timpul in cazul cel
mai nefavorabil O (mlogm).

Timpul din bucla repetitiva. Pentru a manipula operatiile pe multimi, in cel mai rau caz
obtinem un timp 0 (m?).1n cazul in care folosim functii fiind si merge mai eficiente putem
atinge un algoritm de O (mlogm).

Timpul necesar initializarii multimilor este O(n).

Din considerentele de mai sus si ludnd cel mai nefavorabil caz adica cel in care fiecare nod

- . -1
are n-1 vecini, atuncim = % € 0(n?).

De aceea ordinul de timp total este 0(n? logn?) = 0(n? 2logn) = 0(n?logn).



Algoritmul lui Prim

Cel de-al doilea algoritm greedy pentru determinarea arborelui partial de cost minim al unui graf
se datoreaza lui Prim (1957). in acest algoritm, le fiecare pas, multimea A de muchii alese impreuné cu
multimea U, a varfurilor pe care le conecteaza, formeaza un arbore partial de cost minim pentru
subgraful < U, A > al lui G. Initial, multimea U a varfurilor acestui arbore contine un singur varf,
oarecare din V, care va fi radacina, iar multimea A a muchiilor este vida. La fiecare pas, se alege o
muchie de cost minim ( deci exact una din extremitatile acestei muchii este un varf in arborele
precedent ). Arborele partial de cost minim creste natural, cu cate o ramura pana cand va atinge toate
varfurile din V, adicd U = V. Functionarea algoritmului este exemplificata in tabelul 2 si foloseste graful

din Figura 2a).

Pasul Muchia considerata U
Initializare - {1}

1 {2,1} {1,2}

2 {3,2} {1,2,3}

3 {4,1} {1,2,3,4}

4 {5,4} {1,2,3,4,5}

5 {7,4} {1,2,3,4,5,6}
6 {6,7} {1,2,3,4,5,6,7}

Tabelul 2. Algoritmului lui Prim. Exemplificare pentru graful din Figura 2a)

Descrierea generala a algoritmului lui Prim este:
FUNCTION PRIM — FORMAL(G =<V,M >)
o initializare
A « @ © va contine muchiile arborelui partial de cost minim

U « {un varf oarecare din V}

while U #V do

A< AU {{u, v}}

1
2
3
4
5. gaseste {u, v} de cost minim astfelincitu e V\Usiv eU
6
7 UeUu{u}
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return A



Pentru a obtine o implementare simpld, presupunem ca: varfurile din V sunt numerotate de la 1
lan,V ={1,2,...,n}; matricea simetrica C da costul fiecarei muchii, cu C[i, j] = +o dacad muchia {i, j}
nu existd. Folosim doua tablouri paralele. Pentru fiecare i € V\U, vecin[i] contine varful din U, care
este conectat la i printr-o muchie de cost minim, mincost[i] va contine acest cost. Pentru i € U, punem
mincost[i] = —1. Multimea U, se initializeaza in mod arbitrar cu {1}. Elementele vecin[1] si

mincost[1] nu se folosesc. Mai jos este descris intreg algoritmul:

FUNCTION PRIM(C[1..n,1..n])

1. o initializare, numai vardul 1 se aflainU

2. A<9

3. fori<2tondovecin[i] <1

4, mincost[i] « C[i, 1]

5. © bucla greedy

6. repeatn —1times

7. min < +oo

8. forj<2tondo

9. if 0 < mincost[i] < min then min « mincost[j]
10. ke«j

11. A< AU {{k, vecin[k]}}

12. mincost[k] « —1 © adauga varfulkla U

13. forj<2tondo

14. if Clk,j] < mincost[j] then mincost[j] « C[k,j]
15. vecin[j] « k

16. return A

Lema 1.

Fie G = (V, E) un graf conex, ponderat, neorientat. Fie F o submultime promitatoare a lui E.
Aceasta inseamna ca lui F pot fi adaugate muchii astfel ca ulterior sa obtinem un arbore partial de cost
minim. Fie Y o multime de noduri conectate prin muchiile din F. Daca e este o0 muchie de cost minim si

conecteaza un nod din Y cu un nod din V\Y, atunci si F U {e} este promitatoare.



Demonstratie

Dacé F este promitatoare, trebuie s3 existe un set de muchii F' astfelca F € F' si (V, F') s& fie
un arbore de cost minim. Dacd e € F’ atunci F U {e} C F’, ceea ce inseamna ca si F U {e} este
promitatoare. Daca nu ar fi asa, din cauza ca, (V, F’) este arbore partial de cost minim, F’ U {e} trebuie
sa contina exact un ciclu si e trebuie sa se afle in acest ciclu. Figura 3 ilustreaza acest lucru. Ciclul simplu
este {vy, V5, V3, V4 }. Dupd cum se poate observa, trebuie s3 existe o altd muchie e’ care sa conecteze un
nod din Y cu un nod din V\Y. Dacd stergem aceastd muchie e’ din F’ U {e} atunci va dispare ciclul si
rezulta un arbore partial de cost minim. Deoarece e este o muchie de cost minim ce conecteaza un nod
dinY cu un nod din V\Y, atunci costul ei trebuie sa fie mai mic sau egal cu cel al lui e'. Rezultd ca
F' U {e} — {e'} este un arbore partial de cost minim. Acum F U {e} € F' U {e} — {e'} pentrucid e’ nu
pot fiin F.

Rezultd cd F U {e} este promitatoare.

Figura 3. Un graf ce ilustreazd demonstratia din Lema 1. Muchiile din F' sunt cu albastru.



Teorema 1.

Algoritmul lui Prim produce intotdeauna un arbore partial de cost minim.
Demonstratie

Vom folosi inductia pentru a ardta ca multimea F este promitdtoare dupa fiecare pas din while.
Primul pas: Multimea @ este promitatoare. Presupunem ca dupa o iteratie a buclei while multimea
F = A este promitatoare. Trebuie sa aratam ca adaugarea unei muchii de cost minim e produce o
multime promitatoare, lucru demonstrat in Lema 1., ceea ce completeaza inductia.
Lema 2.

Fie G = (V, E) un graf conex, ponderat, neorientat. Fie F o multime promitadtoare a lui E, si fie e
o muchie de cost minim din E\F astfel incat F U {e} nu are cicluri simple. Atunci F U {e} este
promitatoare.
Demostratie

Demonstratia este asemanatoare cu cea a Lemei 1. Deoarece F este promitatoare, trebuie sa
existe o multime de muchii F’ astfel incat F € F' si (V, F") sa fie un arbore partial de cost minim. Daca
e € F' atunci F U {e} C F’, ceea ce ihseamna ca F U {e} este promitatoare si demonstratia este
incheiatd. Continuarea demonstratiei este exact ca cea de la Lema 1.
Teorema 2.
Algoritmul lui Kruskal produce un arbore partial de cost minim. Demonstratia se face prin inductie si se

bazeaza pe Lema 2.

Comparallia algoritmului lui Prim cu cel al lui Kruskal

Se poate observa ca in cazul algoritmului lui Prim existd doua bucle repetitive imbricate, fiecare
executand n — 1 iteratii. Executia acestor instructiuni, in cazul in care avem n noduri va produce un
ordin de timp:

0(n) =2n—1D(n-1) =0n?
Algoritmului lui Kruskal este de ordin O (n?log n)

Daca m este numarul de muchii dintr-un graf conex atunci urmatoarea relatie este valabila:

nn-—1
n—1£m£¥
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Pentru un graf a carui numar de muchii se apropie de n — 1, algoritmul lui Kruskal este Tn
O(nlogn) ceea ce inseamna cd este mai rapid. Totusi dacd numarul de muchii tinde catre limita

superioara, atunci algoritmul lui Prim este mai bun.

Cele mai scurte drumuri care pleaca din acelasi punct

Fie G = (V, E) un graf orientat, unde V este multimea nodurilor si E multimea muchiilor.
Fiecare muchie are o pondere pozitiva. Unul din varfuri este desemnat ca varf sursd. Problema care se
pune este sa determindm lungimea celui mai scurt drum de la sursa catre fiecare varf din graf. Lungimea
unui drum este prin definitie suma lungimilor muchiilor din care este compus.

Exemplu

Pentru graful din figura 4, drumul D; = (1,2,3,4) are lungimea 1+4+3=8, iar drumul D, =
(1,2,5) are 1+1=2.

Figura 4. Graf pentru exemplificarea drumurilor.

Vom folosi un algoritm greedy, inventat de Dijkstra (1959). Notam cu C, multimea varfurilor
disponibile (candidatii) si cu S multimea nodurilor deja selectate. Tn fiecare moment, S contine acele
varfuri a caror distanta minima de la sursa este deja cunoscuta, iar multimea C contine toate celelalte
varfuri. La Tnceput S contine doar varful surs3, iar la final multimea va contine toate varfurile grafului. La
fiecare pas, addugam in S acel varf din C a carui distanta de la sursa la el, este cea mai mica.

Spunem ca un drum de la sursa catre un alt varf este special, daca toate varfurile intermediare
de-a lungul drumului apartin lui S. Algoritmul lui Dijsktra lucreaza astfel. La fiecare pas al algoritmului,
un tablou D contine lungimea celui mai scurt drum special catre fiecare varf al grafului. Dupa ce
adaugam un nou varf v la S, cel mai scurt drum special catre v, va fi si cel mai scurt drum din toate
drumurile de la sursa la v. Cand algoritmul se termina, toate varfurile din graf sunt in S, deci toate

varfurile sunt speciale si valorile din D reprezinta solutia problemei.
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Presupunem c3 varfurile sunt numerotate V = {1,2, ..., n}, varful 1 fiind sursa, si cd matricea L
da lungimea fiecdrei muchii, cu L[i, j] = +o0, dacad muchia (i, j) nu exista. Solutia se va construi in
tabloul D[2..n] conform algoritmului de mai jos:

FUNCTION DIJSKSTRA
o initializare
C «{2,3,4,..,n}
S « {1}
fori<2tondo
Dl[i] « L[1,1i]
repeatn — 2 times
v « varful din C care minimizeaza D[v]
¢« C\(v}
S« Su{v}
10. for fiecarew € C do
11. D[w] « min (D[w],D[v] + L[v,w])

o % N oo U kB W N oRE

12. return D

Pentru graful din Figura 5, pasii algoritmului sunt prezentati in Tabelul 3.
Observdm ca D nu se schimba, dacd mai efectudm o iteratie pentru a-l scoate si pe {2} din C. De

aceea bucla greedy se repeta doar de n — 2 ori.

Figura 5. Exemplu de graf orientat folosit pentru algoritmul Dijkstra
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Pasul v C D

Initializare - {2,3,4,5} [50,30,100,10]
1 5 (2,3,4} [50,30,20,10]
2 4 {2,3} [40,30,20,10]
3 3 (2} [35,30,20,10]

Tabelul 3. Pasii algoritmului Dijkstra pentru graful din Figura 5.

Proprietatea 1.
n algoritmul lui Dijkstra, dacd un varf i

1. estein S, atunci D[i] da lungimea celui mai scurt drum de la sursa catre i

2. nuestein S, atunci D[i] da lungimea celui mai scurt drum special de la surs3 catre i.

La terminarea algoritmului, toate varfurile grafului, cu exceptia unuia sunt in S. Din proprietatea
precedenta, rezulta ca algoritmul lui Dijkstra functioneaza corect. Daca dorim sa aflam nu numai
lungimea celor mai scurte drumuri, dar si pe unde trec ele, este suficient sa addugam un tablou P[2..n]
unde P[v] contine numarul nodului care 1l precede pe v in cel mai scurt drum. Pentru a gasi drumul
complet, va trebui sd urmarim in P, varfurile prin care trece acest drum de la destinatie la sursa. De
asemenea se pot folosi liste inldntuite pentru a retine acest drum.

Modificarile aduse algoritmului sunt acestea

1. initializeaza P[i]culpentru2 <i<n
2. Continutul buclei for cea mai interioara se inlocuieste cu
if D[w] > D[v] + L[v,w] then D[w] « D[v] + L[v,w]
Plw] «v

3. Buclarepeat se executa den — 1 ori

Calculul ordinului de timp

Sa presupunem ca aplicam algoritmul Dijkstra asupra unui graf cu n varfuri si m muchii.
Initializarea acestuia necesitd un timp O(n). Alegerea lui v din bucla repeat presupune parcurgerea
tuturor varfurilor continute Tn C la iteratia respectivd, decian — 1,n — 2, ...,2 varfuri, ceea ce necesita

un timp total un timp total O(n?). Deci algoritmul are acest ordin de timp.
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Dijkstra modificat

Sa Tncercam sa imbunatatim acest algoritm. Vom reprezenta graful nu sub forma unei matrice
de adiacenta L, ci sub forma a n liste de adiacentd, continuand pentru fiecare varf, lungimea muchiilor
care pleaca din el. Bucla for devine mai rapida, deoarece putem considera doar nodurile adiacente lui v.
Trebuie totusi sa scadem si ordinul de timp pentru alegerea lui v din bucla repeat.

Vom tine varfurile v € C intr-un min-heap in care fiecare element este de forma (v, D[v]),
proprietatea de min-heap referindu-se la valoarea lui D[v]. Acesta este Dijkstra modificat.

Vom analiza in cele ce urmeaza ordinul de timp al acestui algoritm. Initializarea min-heap-ului
necesitd un timp O(n). Instructiunea C « C\{v} devine acum extragerea radacinii min-heap-ului si
necesita un timp Tn O (log n) pentru ca presupune si refacerea min-heap-ului.

Pentru cele n — 2 extrageri avem nevoie de un timp O(nlogn).

Pentru a testa dacd D[w] > D[v] + L[v,w], bucla for constd in inspectarea fiecarui varf w
adiacent lui v, ceea ce inseamna un maxim de m operatii. Daca testul este adevarat va trebui sa
modificdm, D[w] si sd operam un percolate cu w in min-heap, ceea ce presupune din nou un timp in

O(logn). Timpul total este deci O(mlogn).

Tn concluzie algoritmul lui Dijkstra modificat necesitd un timp in O(max (n, m) - log n).
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